
Homework 10  
1、最小二乘的目标是 ，证明最优解 满足

对 求导，

2、在课上，我们介绍了一种求近似最小二乘的方法：随机选择一个矩阵 ，计算 和 ，然后求解

得到 作为精确解 的近似解。我们证明了如果 是 -维空间 的

子空间嵌入（Subspace Embedding），那么 有 的概率满足

。之前我们要求 至少要有 行，现在我们将说明 可

以只要 行。

(a) 令 为 矩阵列向量张成空间的标准正交基（orthonormal basis），其中 。

证明如果 满足 ，那么
满足

因为 是 矩阵列向量张成空间的标准正交基，所以我们可以把 写成 ， 。因为
，所以 。

同样因为 和 列向量的张成空间相同，所以我们可以把 写成 ， 。因为
，所以 。所以

。 ( 是子空间嵌入)

类似的， 。

于是有

(b) 因此我们只要证明对于 行的矩阵 ， 能够推出

。令 证明

根据勾股定理有 ，意思是 到 的距离等于 到
投影的距离+投影到 的距离。

因为 ，代入得证。

(c)* 证明如果 是一个由独立同分布 (i.i.d., independent and identical distribution)，均值为0，方差为
的高斯随机变量组成的 的矩阵，其中 ，那么

你在证明中会需要用到：(1) 是一个任意确定的 -维子空间的 近似子空间嵌入；(2) 满足近

似矩阵乘（approximate matrix product），这两项可以作为结论直接使用。

你可能还需要用到 和 的特定形式： ， ，对于一个列线性独立的矩阵 ，

因为 是 的 -近似子空嵌入，且列互相独立，所以 列互相独立。于是

， ，
。

因为 是一个任意确定的 -维子空间的 近似子空间嵌入，所以 的元素取值范围

都属于 ，于是
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现在使用近似矩阵乘
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